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2.2. フ ロ ー と カ ッ ト

2.2.1. 2端子フ ロ ー

[アルゴ リ ズム の 正当性]

ネ ッ ト ワー クN = (G = (V, A), s+, s−, c) の カ ッ ト (cut) と は , s+ ∈ U, s− 6∈ U で あ る

よ う な 点集合U ⊆ V の こ と で あ る . カ ッ ト U の 容量 κc(U) は , 以下 で 定義さ れ る .

κc(U) =
∑

a∈∆+(U)

c(a). (2.29)

こ こ で , ∆+U は U に 始点を持ち V \ U に 終点を持つ 枝の 全体で あ る .

例 2.1: 図 2.1 の よ う に カ ッ ト U = {s+, d, j, h}をと る と , そ の 容量は 17 で あ る .
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図 2.1: カ ッ ト U = {s+, d, j, h}

補題 2.7: ネ ッ ト ワー クN = (G = (V, A), s+, s−, c)中の 任意な フ ロ ー ϕ と 任意な カ ッ ト

U に 対し て ,

v∗(ϕ) ≤ κc(U) (2.30)

が 成り 立つ .
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v∗(ϕ) = ∂ϕ(s+)

= ∂ϕ(s+) + ∂ϕ(d) + ∂ϕ(j) + ∂ϕ(h)

= (ϕ(s+, b) + ϕ(s+, j) + ϕ(s+, d))

+(ϕ(d, h) + ϕ(d, k) − ϕ(s+, d) − ϕ(j, d))

+(ϕ(j, f) + ϕ(j, k) + ϕ(j, d) − ϕ(b, j) − ϕ(s+, j))

+(ϕ(h, s−) − ϕ(k, h) − ϕ(d, h))

= (ϕ(s+, b) + ϕ(d, k) + ϕ(h, s−) + ϕ(j, k) + ϕ(j, f))

−(ϕ(b, j) + ϕ(k, h))

=
�

a∈∆+U

ϕ(a) −
�

a∈∆−U

ϕ(a)

≤
�

a∈∆+U

c(a)

= 17

図 2.2: 式 (2.31) の 説明

(証明)

v∗(ϕ) =
∑

v∈U

∂ϕ(v)

=
∑

a∈∆+U

ϕ(a) −
∑

a∈∆−U

ϕ(a)

≤
∑

a∈∆+U

c(a) −
∑

a∈∆−U

0

= κc(U). (2.31)

補題 2.7 か ら,

max{v∗(ϕ) | ϕ : N 中の フ ロ ー } ≤ min{κc(U) | U : N の カ ッ ト } (2.32)

を得る .

定理 2.a: フ ォ ー ド -フ ァ ルカ ー ソ ン の アルゴ リ ズム が 終了し たと き の フ ロ ー ϕ は 最大フ

ロ ー で あ る .

(証明) ϕをフ ォ ー ド -フ ァ ルカ ー ソ ン の アルゴ リ ズム が 停止し たと き の フ ロ ー と す る . も

し , N の あ る カ ッ ト W に 対し て

v∗(ϕ) = κc(W ) (∗)

が 成り 立つ の な らば ,

min{κc(U) | U : N の カ ッ ト } ≤ κc(W ) = v∗(ϕ) ≤ max{v∗(ϕ) | ϕ : N 中の フ ロ ー }

で あ る が , 式 (2.32) よ り , こ の 不等式は 全て 等号で 成立す る . ゆ え に , ϕ は 最大流で あ り ,

W は 最小カ ッ ト で あ る .

ϕ に 対応す る 補助ネ ッ ト ワー クNϕを考え よ う (図 2.3を見よ ). こ の と き , 入口 s+ か ら

出口 s− ま で の 有向道は 存在し な い .
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図 2.3: (a) アルゴ リ ズム が 終了し たと き の ϕ と (b) そ れ に 対応す る 補助ネ ッ ト ワー クNϕ

Nϕ に お い て , 入口 s+ か ら有向道に よ っ て 到達可 能な 点の 全体をW と 置く (図 2.3を見

よ ). こ の と き , s+ ∈ W で あ り , ま た, s− は s+ か ら到達可 能で は な い か ら s− 6∈ W で あ る .

し たが っ て , W は カ ッ ト で あ る . こ の カ ッ ト W に 対し て , (*) が 成り 立つ こ と を示そ う .

次の (ア),(イ) が 成り 立つ .

(ア) ネ ッ ト ワー クN に お い て W か ら出る 枝 a は , 補助ネ ッ ト ワー クNϕ の 中に は 存在し

な い か ら, ϕ(a) = c(a).

(イ) ネ ッ ト ワー クN に お い て W に 入る 枝 a′ に 対し て , そ の 逆向き 枝 ā′ は 補助ネ ッ ト ワー

クNϕ の 中に は 存在し な い か ら, ϕ(a′) = 0.

し たが っ て , 式 (2.31) と 同じ 計算をカ ッ ト W と 最大フ ロ ー ϕ に 対し て 行う と ,

v∗(ϕ) =
∑

v∈W

∂ϕ(v)

=
∑

a∈∆+W

ϕ(a) −
∑

a∈∆−W

ϕ(a)

=
∑

a∈∆+W

c(a) −
∑

a∈∆−W

0

= κc(W ) (2.39)

を得る .

フ ォ ー ド -フ ァ ルカ ー ソ ン の アルゴ リ ズム の 正当性の 証明は , つ ぎ の こ と を示し たこ と に

も な っ て い る .

定理 2.5 (最大フ ロ ー ・ 最小カ ッ ト 定理):

max{v∗(ϕ) | ϕ : N 中の フ ロ ー } = min{κc(U) | U : N の カ ッ ト }. (2.40)

定理 2.5 の 証明か ら, フ ォ ー ド -フ ァ ルカ ー ソ ン の アルゴ リ ズム が 終了し たと き の フ ロ ー

ϕ の 補助ネ ッ ト ワー クNϕ に お い て , s+ か ら有向道に よ っ て 到達可 能な 点の 全体をW と

す る と . W は 最小カ ッ ト に な る .
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図 2.4: Nϕ の 強連結成分分解 と そ の ハ ッ セ 図

例え ば , ネ ッ ト ワー クが 図 2.1 で 与え られ る と き は , 最小カ ッ ト W は W = {s+, d, h} で

与え られ る . 最小カ ッ ト の 容量は , κc(W ) = 14 で あ る . こ れ は , 最大フ ロ ー の 流量と 等し

く な っ て い る こ と に 注意し よ う .

さ らに , こ の 補助ネ ッ ト ワー クNϕを用い る と , 全て の 最小カ ッ ト も 求め る こ と が で き

る . 図 2.1 の ネ ッ ト ワー クを用い て こ れ を説明し よ う . ま ず , 補助ネ ッ ト ワー クを強連結

成分分解 す る . そ し て , そ の ハ ッ セ 図を求め る .

こ の ハ ッ セ 図の 一番下 の 成分 (こ の 例で は H4) だ け か ら成る 集合 {H4} か ら出発し て , 以

下 の よ う に こ の ハ ッ セ 図の 下 か ら順に Hiを加 え て い く .

{H4}, {H4, H2}, {H4, H2, H3} (2.41)

そ し て , 一番上の 成分 (こ の 例で は H1) が 加 え られ る 直前で や め る . こ れ ら 3 つ 対応す る

点集合

{s+, d, h}, {s+, d, h, b}, {s+, d, h, b, j, k} (2.42)

が , N の 全て の 最小カ ッ ト で あ る .
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