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2.1. 木と 道

2.1.1. 最短路問題 (ダ イクスト ラ 法)

有向グラ フ G = (V, A)上の 各 枝 a ∈ A に 対し て , そ の 長さ l(a)を指定す る 枝長関数

l: A → R が 与え られ て い る と す る . こ の よ う な ネ ッ ト ワー クをN = (G = (V, A), l) と 書

く こ と に す る .
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図 2.1: G と l

G の 中の 有向道

P = (v0, a1, v1, a2, v2, a3, · · · , ak, vk)

に 対し て ,
k∑

i=1

l(ai)を P の 長さ と 呼ぶ . 最短路問題 (shortest path problem) と は , 与え ら

れ た 2点 u, v ∈ V に 対し て , u か ら vへの 長さ が 最小の 有向道を見出す 問題で あ る .

点集合上で 定義さ れ る 関数 p: V → Rをポ テ ン シ ャ ル (potential) と 呼ぶ .
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補題 2.1: 任意な ポ テ ン シ ャ ル p: V → R に 対し , 関数 lp: A→ Rを

lp(a) = l(a) + p(∂+a)− p(∂−a) (2.11)

に よ っ て 定義す る . N の 中の 点 u か ら vへの 任意な 有向道 P に 対し て , 関数 l と lp に 関す

る P の 長さ をそ れ ぞ れ l(P ) と lp(P ) と す る と ,

lp(P ) = l(P ) + p(u)− p(v) (2.12)

が 成り 立つ .

補題 2.2: P を点 u か ら点 vへの 有向道と す る . も し , あ る ポ テ ン シ ャ ル p: V → R が 存在

し て , (2.1) で 定義さ れ る lp が

(i) グラ フ G の 全て の 枝 a ∈ A に 対し て lp(a) ≥ 0, か つ ,

(ii) P 上の 全て の 枝 a に 対し て , lp(a) = 0

を満足す る な らば , P は 点 u か ら点 vへの 最短路で あ る .

す べ て の 枝の 長さ が 非負, す な わ ち, l(a) ≥ 0 (a ∈ A), で あ る と き に 使え る 解 法と し て

ダ イクスト ラ 法 が 有名で あ る . こ れ は , 与え られ た 1点か ら残り の す べ て の 点への 最短路

を求め る .

Algorithm 1 ダ イクスト ラ 法 (始点を v0 と す る )

入力: 単純な 有向グラ フ G = (V, A), 枝長関数 l: A→ R+.

出力: v0 か らそ の 他の 各 点 vへの 最短路, 及び , 最短路長.

1: U ← {v0}, W ← ∅, p(v0)← 0, p(u)← +∞ (u ∈ V \ {v0}).

2: U = ∅ な らば 停止.

そ う で な け れ ば , U の 点の な か で p の 値が 最小で あ る も の を 1 つ 選び , そ れ を w と す

る . 点w か ら出る 枝 a = (w, x) で x 6∈ W で あ る よ う な 各 枝に 対し て , 以下 の (*) を実

行す る .

(*) p(x) > p(w) + l(w, x) な らば

q(x)← w, p(x)← p(w) + l(w, x),

U ← U ∪ {x}.

3: W ←W ∪ {w}, U ← U \ {w} と し て Step 2 に 行く .

図 2.1 で 示さ れ る グラ フ G と 枝長関数 lを例題と し て , アルゴ リ ズム の 動作を見て みよ

う . こ こ で , v0 = b と す る .
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第 1 回 目の Step 3終了時 第 2 回 目の Step 3終了時
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第 3 回 目の Step 3終了時 第 4 回 目の Step 3終了時
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第 5 回 目の Step 3終了時 第 6 回 目の Step 3終了時
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0

第 7 回 目の Step 3終了時
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