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1. 最小費用フロー問題

最小費用フロー問題で考えるネッ ト ワーク (G = (V,E), u, c)は, 最大フロー問題のときと同じ入口 r と出

口 s をもつ有向グラフ G = (V,E) と容量関数 u : E → Rに加えて , 各枝に流れるフロー 1単位あたり の費

用を与える費用関数 c : E → Rからなる .

例 1.1: V = {r, a, b, p, q, s}, E = {rp, rq, pa, pb, ba, bq, as, qs}, かつ, uvw (vw ∈ E) と cvw (vw ∈ E)は以

下の表で与えられるものとする .

vw rp rq pa pb ba bq as qs

uvw 4 2 3 2 3 2 4 3

cvw 1 3 4 2 1 1 2 1

このよう なネッ ト ワーク (G = (V,E), u, c) を今後は図 1.1のよう に示す.
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図 1.1: ネッ ト ワーク (G = (V,E), u, c)の例. 枝 vwの横の数は uvw, cvw を表す.

ネッ ト ワーク (G = (V,E), u, c) と実数 v̂が与えられたとき , 最小費用フロー問題は, 以下で定義される線

形計画問題である .
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min
∑

vw∈E cvwxvw

s.t. fx(r) = v̂

fx(s) = −v̂

fx(v) = 0 (v ∈ V − {r, s})

xvw ≤ uvw (vw ∈ E)

xvw ≥ 0 (vw ∈ E)

(1.1)

言い換えると , 最小費用フロー問題とは与えたれた流量 v̂ をもつフロー xの中で, その費用
∑

vw∈E cvwxvw

を最小にするもの (最小費用フロー) を求める問題である .
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例 1.2: 例 1.1のネッ ト ワーク (G = (V,E), u, c) と v̂ = 5が与えられたとしよう . 図 1.2に示したものは,

流量 v̂ = 5のフロー xである . このフロー xの費用は,

1 · 3 + 3 · 2 + 4 · 2 + 2 · 1 + 1 · 1 + 1 · 0 + 2 · 3 + 1 · 2 = 28

である . (後で見るよう にこれは費用が最小のフローではない. つまり , 28 より 小さい費用をもつ流量が

v̂ = 5のフローがある . )
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図 1.2: 例 1.1のネッ ト ワーク中のフロー x. 各枝の横の分数は xvw/uvw, cvw を表す.

2. プライマル・ アルゴリズム

最小費用フロー問題を解く ためのアルゴリ ズムには, プライマル法, ネット ワークシンプレックス法, など

があるが, ここでは, プライマル法についてのみ学ぶ.
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図 2.1: 負の費用をもつ増加閉路に沿ったフローの更新

図 1.2 に示したフロー x を考えてみよう . ネッ ト ワークを , sa, ab, bq, qs という閉路をこの順番にたどっ

て , 順向きの枝についてはフローを 1だけ増加して , 逆向きにたどる枝についてはフローを 1だけ減らせば,

x と同じ流量 v̂ = 5 をもつフロー x′ が得られる . さらに ,

x′ の費用 = xの費用+ (−csa − cab + cbq + cqs) = xの費用− 1

が成り 立つ. つまり , x より 費用の小さいフローが得られた .

フロー xからフロー x′ を得るために用いた閉路は, フロー xに対する増加閉路と呼ばれる . フロー xに

対する増加閉路 C とは,

(i) C 上のすべての順向きの枝 vw に対して xvw < uvw, かつ,
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(ii) C 上のすべての逆向きの枝 vw に対して 0 < xvw

が成り 立つよう な閉路である . 増加閉路 C の費用は,

∑

{cvw | vw ∈ C, vwは順向き } −
∑

{cwv | vw ∈ C, vwは逆向き }

である . 例で示したよう に , 負の費用をもつ増加閉路に沿ってフローをだけ一巡させれば, 元のフローより

少ない費用をもつフローが得られる .

負の費用を持つ増加閉路を見付けるために , 以下に説明する補助ネット ワークを用いると便利である . ネッ

ト ワーク (G = (V,E), u, c)中のフロー xに対して , 補助ネッ ト ワーク (G(x) = (V,E(x)), c′)は以下のよう

に構成される . 有向グラフ G(x)の枝集合 E(x)は,

E(x) = {vw | vw ∈ E, xvw < uvw} ∪ {wv | vw ∈ E, 0 < xvw} (2.33)

である . vw ∈ E, xvw < uvw なる E(x)の枝 vw の費用は c′vw = cvw によって , vw ∈ E, xvw < uvw なる

E(x)の枝 wv の費用は c′wv = −cvw によって定義される . 図 1.2のフローに対応する補助ネッ ト ワークを

図 2.2 に示した .

補助ネッ ト ワークの定義から明らかなよう に , xに対する増加閉路と補助ネッ ト ワーク (G(x), c′) 中の有

向閉路は 1対 1に対応し , 対応する増加閉路の費用と有向閉路の長さは等しい.
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図 2.2: 補助ネッ ト ワーク (G(x) = (V,E(x)), c′)の例

[プライマル法] プライマル法は, 適当な初期フロー xから出発して , (G(x), c′)中に負の長さの有向閉路が存

在する限り , その有向閉路にそってフローを一巡させて , フロー x を更新してゆく という アルゴリ ズムであ

る . 図 2.3～図 2.5にプライマル法の動きを示した . 最後に得られたフロー x′′ に対しては, (G(x′′), c′)中に

負の長さの有向閉路は存在しない. このフローが最適であるという ことは, 後ほど証明する .

プライマル法の各繰り返しにおいて , 負の長さの有向閉路を見付けなければならない. 補助ネッ ト ワーク

の枝には長さが負のものもあるので, 負の長さの有向閉路を見付けるためには, フォード のアルゴリ ズム (あ

るいは, ベルマン -フォード 法) を用いればよい. (もちろん , 紙の上で解く ときには, 試行錯誤によって負の

長さの有向閉路を見付けてもよい.) 負の長さの有向閉路が存在しないという ことの保証を得るためには, や

はり フォード のアルゴリ ズムによって可能ポテンシャルを見付けなければならない.

3



3/4,1

2/3,4

2/2,3
0/2,1

1/3,11/2,2

3/4,2

2/3,1

r s

p a

q

b

1

4

-3

1

2

1
r s

p a

q

b -2

-1

-4

-1-2

12

-1

図 2.3: プライマル法の動き (最初のフロー x と補助ネッ ト ワーク (G(x), c′))
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図 2.4: プライマル法の動き (更新されたフロー x′ と補助ネッ ト ワーク (G(x′), c′))
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図 2.5: プライマル法の動き (更新されたフロー x′′ と補助ネッ ト ワーク (G(x′′), c′)). G(x′′)の各点の横の

四角に可能ポテンシャルを示した .
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3. 最小費用フロー問題と線形計画法

例 1.2で与えたネッ ト ワーク (G = (V,E), u, c)に対する最大フロー問題は以下の線形計画問題である .
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min +crpxrp +crqxrq +cpaxpa +cpbxpb +cbaxba +cbqxbq +casxas +cqsxqs

s.t. +xrp +xrq = v̂

−xas −xqs = −v̂

−xrp +xpa +xpb = 0

−xrq −xbq +xqs = 0

−xpa −xba +xas = 0

−xpb +xba +xbq = 0

xrp ≤ urp

xrq ≤ urq

xpa ≤ upa

xpb ≤ upb

xba ≤ uba

xbq ≤ ubq

xas ≤ uas

xqs ≤ uqs

xrp, xrq, xpa, xpb, xba, xbq, xas, xqs ≥ 0

(3.1)

問題 (3.1)の双対問題を考えてみよう . 最大フロー問題のときに同様に , 各 fx(v) = 0,±v̂ という制約に yv

という双対変数を対応させ, xvw ≤ uvw という制約に zvw という双対変数を対応させると , 双対問題は以下

のよう になる .
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min v̂yr − v̂ys + urpzrp + urqzrq + upazpa + upbzpb + ubazba + ubqzbq + uaszas + uqszqs

s.t. +yr −yp +zrp ≥ −crp

+yr −yq +zrq ≥ −crq

+yp −ya +zpa ≥ −cpa

+yp −yb +zpb ≥ −cpb

+yb −ya +zba ≥ −cba

+yb −yq +zbq ≥ −cbq

+ya −ys +zas ≥ −cas

+yq −ys +zqs ≥ −cqs

zrp, zpq, zpa, zpb, zba, zbq, zas, zqs ≥ 0

(3.2)

一般に , ネッ ト ワーク (G = (V,E), u, c) と流量 v̂ が与えられたときに , 最小費用フロー問題 (1.1)の双対

問題は,
∣

∣
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min v̂(yr − ys) +
∑

vw∈E uvwzvw

s.t. +yv −yw +zvw ≥ −cvw (vw ∈ E)

zvw ≥ 0 (vw ∈ E)

(3.3)

である .

線形計画法の相補性定理を , 主問題 (1.1) と双対問題 (3.3)に適用すると , 以下の定理を得る .

定理 3.1: 問題 (1.1)の可能解 (フロー) x と問題 (3.3)の可能解 (y, z)がともに最適解であるための必要十

分条件は, 各 vw ∈ E に対して

xvw = 0 または + yv − yw + zvw = −cvw (3.4)

かつ, 各 vw ∈ E に対して

xvw = uvw または zvw = 0 (3.5)
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が成り 立つことである .

定理 3.2: 問題 (1.1)の可能解 (フロー) x が最適解であるための必要十分条件は, 各 vw ∈ E に対して

xvw > 0 ならば + yv − yw + cvw ≤ 0 (3.6)

かつ, 各 vw ∈ E に対して

xvw < uvw ならば + yv − yw + cvw ≥ 0 (3.7)

であるよう な yv (v ∈ V )が存在することである .

(証明) (必要性) もし xが問題 (1.1)の最適解であるならば, (y, z)を双対問題 (3.3)の最適解とすれば,定理 3.1

によって ,式 (3.4),(3.5)が成り立つ. したがって , もし xvw > 0ならば (3.4)より zvw = −(cvw+yv−yw)である

が, zvw ≥ 0だから cvw+yv−yw ≤ 0となる . また , もし xvw < uvwならば (3.5)より zvw = 0であるが, (y, z)

は双対問題 (3.3)の制約式+yv−yw+zvw ≥ −cvwを満足しているので, cvw+yv−yw = cvw+yv−yw+zvw ≥ 0

が成り 立つ.

(十分性) 逆に , 問題 (1.1)の可能解 xに対して , (3.6) と (3.7)が成り立つよう な yv (v ∈ V )が存在すると

仮定しよう . zvw (vw ∈ E) を

zvw =







0 if cvw + yv − yw ≥ 0

−(cvw + yv − yw) if cvw + yv − yw < 0
(3.8)

と定義すると , この定義からただちに (y, z)は双対問題 (3.3)の可能解であることがわかる . 次に , xと (y, z)

に対して , (3.4) と (3.5)が成り 立つことを示す.

もし xvw > 0ならば, (3.6)によって +yv − yw + cvw ≤ 0である . このとき , +yv − yw + cvw < 0 である

ならば, zvw の定義より zvw = −(cvw + yv − yw)である . もし , +yv − yw + cvw = 0ならば, zvw = 0であ

るから , やはり , zvw = −(cvw + yv − yw)が成り 立つ.

もし xvw < uvw ならば, (3.7)によって , +yv − yw + cvw ≥ 0 であるから , zvw の定義より , zvw = 0.

x と (y, z)に対して , 条件 (3.4) と (3.5)が成り 立つので, 定理 3.1によって , フロー xは問題 (1.1)の最適

解である .

4. プライマル・ アルゴリズムの正当性

以上で, プライマルアルゴリ ズムの正当性を与える準備が整った .

定理 4.1: (G = (V,E), u, c)中のフロー xがそれと同じ流量をもつすべてのフローのう ちで費用最小であ

るための必要十分条件は, xに関する補助ネッ ト ワーク (G(x), c′)中に負の長さの有向閉路が存在しないこ

とである .

(証明) (G(x), c′)中に負の長さの有向閉路が存在すれば, xは費用が最小のフローではないことは既に見た .

逆に , (G(x), c′)中に負の長さの有向閉路が存在しないならば, (G(x), c′)に対する可能ポテンシャル yv (v ∈

V )が存在する . 可能ポテンシャルの定義によって , G(x)の全ての枝 vw に対して , c′vw + yv − yw ≥ 0であ

る . という ことは,

(i) vw ∈ E, xvw < uvw なる全ての vw に対して , c′vw + yv − yw = cvw + yv − yw ≥ 0, かつ,

(ii) vw ∈ E, 0 < xvw なる全ての vw に対して , c′wv + yw − yv = −cvw + yw − yv ≥ 0

が成り 立つという ことである . つまり , 条件 (3.6) と条件 (3.7)が成り 立っている . 定理 3.2によって , xは

費用が最小のフローである .

例 4.2: 図 2.5の左で示されるフロー x′′ を考える . (G(x′′), c′)には負の長さの有向閉路は存在しないので,

定理 4.1によって x′′ は費用が最小である . つまり , x′′ は問題 (3.1)の最適解である .
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x′′は問題 (3.1)の最適解であるということを , 双対問題 (3.2)との関係からも見てみよう . まず, (G(x′′), c′)

の可能ポテンシャルを y とする .

(yr, yp, yq, ya, yb, ys)

= (0, 1, 5, 5, 4, 7).

定理 4.1の証明で見たよう に , この y に対して (3.6) と (3.7)が成り 立つ. つぎに定理 3.2 の十分性の証明

で行ったよう に , この y から式 (3.8) によって zvw (vw ∈ E) を定める . すなわち ,

(zrp, zrq, zpa, zpb, zba, zbq, zas, zqs)

= (0, −(−2), 0, −(−1), 0, 0, 0, −(−1))

とする .

+yr − yp + zrp = 0− 1 + 0 = −1 = −crp,

+yr − yq + zrp = 0− 5 + 2 = −3 = −crq,

+yp − ya + zpa = 1− 5− 0 = −4 = −cpa,

+yp − yb + zpb = 1− 4 + 1 = −2 = −cpb,

+yb − ya + zba = 4− 5 + 0 = −1 = −cba,

+yb − yq + zbq = 4− 5− 0 = −1 = −cbq,

+ya − ys + zas = 5− 7 + 0 = −2 = −cas,

+yq − ys + zqs = 5− 7 + 1 = −1 = −cqs

であるから , (y, z)は双対問題 (3.2)の可能解であり , 式 (3.4)が成り 立っている . zvw > 0であるよう な枝

は vw = rq, pb, qsであり , これらの枝 vw については xvw = uvw であるから , 式 (3.5)が成り 立っている .

したがって , 相補性定理 3.2によって , xは主問題 (3.1)の最適解であり , (y, z)は双対問題 (3.2)の最適解で

ある .
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