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注意事項

• 学生証を, 写真の あ る 面を上に し て , 机の 上に 置い て お く こ と .

• (関数)電卓の み持ち込み可 . 携帯電話の 電卓機能の 使用も 不可 .

• 試験の 時間は 12:45-14:05 で あ る .

• 問題用紙は 持ち帰っ て よ い .

• 解 答及び 採点の 結果 は , Webペ ー ジ (http://coconut.sys.eng.shizuoka.ac.jp/data/06/)

で 公開 す る .

• 証明問題で は , ど こ で , ど の 式を用い たの か を明確に 記 入せ よ .

• 「 小数点以下 第 x位ま で 記 入せ よ 」 と い う 指示が 問題文の 中に あ る と き は , 小数点以

下 第 x + 1位を四捨五入し て 小数点以下 第 x位ま で 記 入せ よ .
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問題 1. (配点 26)

以下 の 表 1 の よ う に , 3変数 x, y, z に 関す る n個の 個体か らな る デ ー タ が 与え られ て い る . 3変数 x, y, z

表 1: 変数 x, y, z の デ ー タ

x y z

1 x1 y1 z1

2 x2 y2 z2

...
...

...
...

i xi yi zi

...
...

...
...

n xn yn zn

か ら合成変数

u = ax + by + cz (1)

を作る こ と を考え る . こ こ で , a2 + b2 + c2 = 1 で あ る .

変数 u の 平均 ū は , x̄, ȳ, z̄を用い て ,

ū = ア (2)

と 表わ す こ と が で き る . ま た, 変数 u の 分散は

s2
u = a2s2

x + b2s2
y + c2s2

z + 2absxy + 2bcsyz + 2caszx (3)

と 表わ す こ と が で き る .

主成分分析で は , a2 + b2 + c2 = 1 と い う 条件の も と で , s2
u が 最大に な る よ う に a, b, cを決定す る . こ

の よ う な 条件付き 最大化 問題を解 く に は , ラ グラ ン ジ ュの 未定係数法を用い れ ば よ い . 即ち, 以下 の ラ グ

ラ ン ジ ュ関数 L(a, b, c, λ)

L(a, b, c, λ) = a2s2
x + b2s2

y + c2s2
z + 2absxy + 2bcsyz + 2caszx − λ(a2 + b2 + c2 − 1) (4)

を考え て , L の 極値を求め れ ば よ い .

L の 極値を与え る a, b, c, λを求め る に は , Lを a, b, c, λ で 偏微分し て , そ れ ぞ れ , 0 と 置い た以下 の 連立

方程式の 解 を求め れ ば よ い .

∂L

∂a
= イ = 0, (5)

∂L

∂b
= 2bs2

y + 2asxy + 2csyz − 2λb = 0, (6)

∂L

∂c
= 2cs2

z + 2bsyz + 2asxz − 2λc = 0, (7)

∂L

∂λ
= −(a2 + b2 + c2 − 1) = 0. (8)
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(5)～ (7)を a,b,c に つ い て 整理す る と ,

S







a

b

c






= λ







a

b

c






(9)

が 得られ る . こ こ で ,

S =







s2
x sxy sxz

sxy s2
y syz

sxz syz s2
z






(10)

は , 変数 x, y, z の 分散共分散行列で あ る . し たが っ て , λ は S の 固有値で あ っ て ,







a

b

c






は λ に 属す る 固

有ベ クト ルで あ る . 式 (9) と 式 (8) か ら, s2
u = λ で あ る か ら, 求め る s2

uを最大に す る







a

b

c






は ウ

で あ る .

ウ を改 め て







a1

b1

c1






と 書い て , u1 = a1x + b1y + c1zを第 1主成分と 呼ぶ . 同様の 考え 方で ,







a2

b2

c2






を エ と す る と 第 2主成分 u2 = a2x + b2y + c2z が 得られ る .

設問 (1) 空欄 ア ～ エ に 最も よ く あ て は ま る 数式ま たは 語句を記 入せ よ .

設問 (2) 式 (2)を用い て , 式 (3)を証明せ よ .

設問 (3) 式 (9) と 式 (8)を用い て s2
u = λを証明せ よ .

問題 2. (配点 21)

表 2 に 示す よ う な 3変数 x, y, z に 関す る デ ー タ が 得られ て い る と す る . こ の デ ー タ に 対し て , 主成分分

析の モ デ ル

u = ax + by + cz

を考え る . 表 2 の デ ー タ の 分散共分散行列 Sを計算す る と ,

S =







2673.82 1648.29 −694.93

1648.29 2206.11 −785.88

−694.93 −785.88 481.86







で あ っ た. さ らに , S の 固有値は , 174.97450, 804.40381, 4382.41169 の 3 つ で あ り , こ れ らの 固有値に 属

す る 固有ベ クト ルは , そ れ ぞ れ ,






−0.046

−0.327

−0.944






,







−0.689

0.694

−0.207






,







0.723

0.641

−0.258
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表 2: x, y, z に 関す る デ ー タ

No. x y z

1 401.2 58.4 19.7

2 436.0 47.5 -16.5

3 425.7 61.9 27.2

4 367.6 -20.9 44.9

5 431.4 66.1 -10.8

6 442.7 127.6 -18.9

7 485.2 99.0 -18.8

8 467.1 74.7 11.3

9 319.6 59.5 9.5

10 336.9 -37.0 31.3

で あ っ た.

以下 の 設問に 答え よ .

設問 (1) 第 1主成分 u1 = a1x + b1y + c1z の 係数 a1, b1, c1 と 第 2主成分 u2 = a2x + b2y + c2z の 係数

a2, b2, c2 を求め て , 小数点以下 第 3位ま で 記 入せ よ .

設問 (2) 第 1主成分と 第 2主成分の 寄与率, 及び , 第 2主成分ま で の 累積寄与率を求め て , 小数点以下 第

3位ま で 記 入せ よ .

設問 (3) No. 10 の 個体に 対す る 主成分得点 u1 と u2を求め て , 小数点以下 1桁ま で 記 入せ よ .

問題 3. (配点 22)

判別分析で は , 表 3 の よ う な デ ー タ を扱う . n個の 個体は , グルー プ P と グルー プQ の 2 つ の グルー プ

に 分割 さ れ て お り , 個体番号 1 か らm は グルー プ P に , 個体番号m + 1 か ら n ま で は グルー プQ に 属

し て い る .

判別分析の 目的は , こ れ らの 2 つ の グルー プが な る べ く 遠 ざ か っ て 見え る よ う に , 合成変数

z = ax + by + c (11)

を求め る こ と で あ る . zを x と y の 関数と し て 見る と き は , こ れ を線形判別関数と 呼ぶ .

nP = m,nQ = n−m と す る . す な わ ち, nP と nQ は , そ れ ぞ れ , グルー プ P と グルー プQ に 属す る 個

体の 数で あ る . z̄P と z̄Qを

z̄P =
1

nP

m
∑

i=1

zi, z̄Q =
1

nQ

n
∑

j=m+1

zj , (12)

で 定義す る . す な わ ち, z̄P は グルー プ P に お け る z の 平均で あ り , z̄Q は グルー プQ に お け る z の 平均で

あ る .
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表 3: 判別分析の デ ー タ

No. x y P/Q

1 x1 y1 P
...

...
...

...

i xi yi P
...

...
...

...

m xm ym P

m + 1 xm+1 ym+1 Q
...

...
...

...

j xj yj Q
...

...
...

...

n xn yn Q

z の 変動 ST

ST =
n

∑

k=1

(zk − z̄)2 (13)

は ,

ST = SB + SW (14)

と 分解 さ れ る . こ こ で , SW と SB は , そ れ ぞ れ ,

SW =
m

∑

i=1

(zi − z̄P )2 +
n

∑

j=m+1

(zj − z̄Q)2 (15)

SB = nP (z̄P − z̄)2 + nQ(z̄Q − z̄)2 (16)

と 定義さ れ る .

SB は 2 つ の グルー プが ど れ だ け 離れ て い る か を表し て い る と 解 釈で き る ため , SB は ア と 呼

ば れ る . ま た, SW は , グルー プ P 内で の z の 変動と グルー プQ内で の z の 変動の 和で あ る の で , SW は

イ と 呼ば れ る . こ れ らの 観察か ら, 「 2 つ の グルー プが な る べ く 遠 ざ か っ て 見え る 」 よ う に , 合

成変数 z = ax + by + cを求め る こ と は , 相関比

η2 =
SB

ST
(17)

を最大に す る よ う な a, b, cを求め る こ と で あ る こ と が 分か る .

ST と SB は , そ れ ぞ れ , a, bを用い て ,

ST = ウ , (18)

SB = エ (19)
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と い う よ う に 書け る . こ こ で ,

x̄P =
1

nP

m
∑

i=1

xi, x̄Q =
1

nQ

n
∑

j=m+1

xj, (20)

ȳP =
1

nP

m
∑

i=1

yi, ȳQ =
1

nQ

n
∑

j=m+1

yj (21)

で あ る .

し たが っ て , 相関比 η2 も

η2 =
エ

ウ
(22)

と 書き 直せ る . 式 (22) で , t = a
b
と 置い て , dη2

dt
= 0 を解 け ば , η2を最大に す る t = a

b
が 求ま る .

z の 分散 s2
z は 1 に 等し い と い う 仮定を置く と , b は t, s2

x, sxy, s
2
y を用い て ,

b =
1

√

オ

(23)

と 表さ れ る . ま た, a は a = bt に よ っ て 求め られ る . こ う し て , a と b が 決定さ れ る . さ らに , 直線

0 = ax + by + c が (x̄P , ȳP ) と (x̄Q, ȳQ) の 中点を通る よ う に cを決め れ ば , c も 決定さ れ る .

こ う し て 求め られ た線形判別関数 z = ax + by + cを用い て , 各 個体が P と Q の い ず れ の グルー プに

分類さ れ る か を判定す る こ と が で き る .

設問 (1) 空欄 ア ～ オ に 最も よ く あ て は ま る 数式ま たは 語句を記 入せ よ .

設問 (2) 式 (14)を証明せ よ . こ の と き , 以下 の 2式を用い よ .

m
∑

i=1

(zi − z̄P ) = 0, (24)

n
∑

j=m+1

(zj − z̄Q) = 0. (25)

問題 4. (配点 31)

表 4 に 示す よ う な 2変数 x, y に 関す る 判別分析の デ ー タ が 得られ て い る と す る . こ の デ ー タ に 対し て , 線

形判別関数

z = ax + by + c (26)

を考え る . 以下 の 設問に 答え よ .

設問 (1) η2を最大に す る t = a
b
は , −0.676 で あ る こ と が 分か っ て い る . a, b, cを求め て , そ の 結果 を小

数点以下 第 3位ま で 記 入せ よ .
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表 4: x, y に 関す る デ ー タ

No. x y P/Q

1 43.0 16.9 P

2 56.0 21.6 P

3 38.0 12.2 P

4 21.0 16.0 P

5 25.0 10.5 P

6 50.0 15.5 Q

7 69.0 18.4 Q

8 93.0 26.4 Q

9 76.0 22.9 Q

10 88.0 18.6 Q

平均値 55.90 17.90

分散 567.69 20.93

共分散 86.93

表 5: グルー プ P関す る デ ー タ
No. x y P/Q

1 43.0 16.9 P

2 56.0 21.6 P

3 38.0 12.2 P

4 21.0 16.0 P

5 25.0 10.5 P

平均値 33.60 15.44

分散 159.44 15.06

共分散 34.58

表 6: グルー プQ関す る デ ー タ
No. x y P/Q

6 50.0 15.5 Q

7 69.0 18.4 Q

8 93.0 26.4 Q

9 76.0 22.9 Q

10 88.0 18.6 Q

平均値 75.20 20.36

分散 230.96 14.70

共分散 44.33

設問 (2) 設問 1 で 求め られ た a, b, c に 対し て , SB, SW , 相関比 η2を求め , そ の 結果 を小数点以下 第 3位

ま で 記 入せ よ .

設問 (3) No. 6 の 個体に 対す る 判別得点 z6を求め て , 小数点以下 第 2位ま で 記 入せ よ . 線形判別関数に

よ っ て , No. 6 の 個体は ど ちらの グルー プに 属す る と 判定さ れ る か ?

設問 (4) No. 6 の 個体 (x6, y6) の (x̄P , ȳP ) ま で の マ ハ ラ ノ ビ ス距離DP , 及び , (x̄Q, ȳQ) ま で の マ ハ ラ ノ

ビ ス距離DQを求め て , 小数点以下 第 2位ま で 記 入せ よ . 計算の ため に , 以下 の 数値を用い よ .

[

159.44 34.58

34.58 15.06

]

−1

=

[

0.012 −0.029

−0.029 0.132

]

,

[

230.96 44.33

44.33 14.70

]

−1

=

[

0.010 −0.031

−0.031 0.162

]

.

マ ハ ラ ノ ビ ス距離に よ っ て , No. 6 の 個体は ど ちらの グルー プに 属す る と 判定さ れ る か ?
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デ ー タ 解 析 2006年度期末試験解 答用紙

学籍

番号

氏

名

問題 1(1) の 解 答欄 (配点 12)

ア. ax̄ + bȳ + cz̄ (3点)

イ. 2as2
x + 2bsxy + 2cszx − 2λa (3点)

ウ . S の 最大の 固有値に 属す る 固有ベ クト ル (3点)

エ . S の 2番目に 大き い 固有値に 属す る 固有ベ クト ル (3点)

問題 1(2) の 解 答欄 (配点 7)

s2
u =

1

n

∑

i=1

(ui − ū)2

=
1

n

∑

i=1

(axi + byi + czi − ax̄ − bȳ − cz̄)2 (式 (1) と 式 (2)を用い た.)

=
1

n

∑

i=1

{a(xi − x̄) + b(yi − ȳ) + c(zi − z̄)}2

=
1

n

∑

i=1

{a2(xi − x̄)2 + b2(yi − ȳ)2 + c2(zi − z̄)2

+2ab(xi − x̄)(yi − ȳ) + 2bc(yi − ȳ)(zi − z̄) + 2ca(zi − z̄)(xi − x̄)}

= a2 1

n

n
∑

i=1

(xi − x̄)2 + b2 1

n

n
∑

i=1

(yi − ȳ)2 + c2 1

n

n
∑

i=1

(zi − z̄)2

+2ab
1

n

n
∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) + 2bc
1

n

n
∑

i=1

(yi − ȳ)(zi − z̄) + 2ca
1

n

n
∑

i=1

(zi − z̄)(xi − x̄)}

= a2s2
x + b2s2

y + c2s2
z + 2absxy + 2bcsyz + 2caszx.
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学籍

番号

氏

名

問題 1(3) の 解 答欄 (配点 7)

s2
u = a2s2

x + b2s2
y + c2s2

z + 2absxy + 2bcsyz + 2caszx

= [abc]S







a

b

c







= [abc]λ







a

b

c






(式 (9)を用い た.)

= λ[abc]







a

b

c







= λ(a2 + b2 + c2)

= λ (式 (8)を用い た).

問題 2(1) の 解 答欄 (配点 3+3)

a1 = 0.723 (1点) b1 = 0.641 (1点) c1 = -0.258 (1点)

a2 = 0.689 (1点) b2 = -0.694 (1点) c2 = 0.207 (1点)

問題 2(2) の 解 答欄 (配点 3+3+3)

C1 = 0.817 (3点) C2 = 0.150 (3点) Call = 0.967 (3点)

問題 2(3) の 解 答欄 (配点 3+3)

u1 = 211.8 (3点) u2 = 264.3 (3点)
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学籍

番号

氏

名

問題 3(1) の 解 答欄 (配点 13)

ア. 群間変動 (2点) イ. 群内変動 (2点）

ウ . n(a2s2
x + 2absxy + s2

yb
2) (3点)

エ . nP{a(x̄P − x̄) + b(ȳP − ȳ)}2 + nQ{a(x̄Q − x̄) + b(ȳQ − ȳ)}2 (3点)

オ. t2s2
x + 2tsxy + s2

y (3点)

問題 3(2) の 解 答欄 (配点 9)

ST =
n

∑

k=1

(zk − z̄)2

=
m

∑

i=1

(zi − z̄)2 +
n

∑

j=m+1

(zj − z̄)2

=
m

∑

i=1

(zi − z̄P + z̄P − z̄)2 +
n

∑

j=m+1

(zj − z̄Q + z̄Q − z̄)2

=
m

∑

i=1

{(zi − z̄P )2 + 2(zi − z̄P )(z̄P − z̄) + (z̄P − z̄)2}

+
n

∑

j=m+1

{(zj − z̄Q)2 + 2(zj − z̄Q)(z̄Q − z̄) + (z̄Q − z̄)2}

=
m

∑

i=1

(zi − z̄P )2 + 2
m

∑

i=1

(zi − z̄P )(z̄P − z̄) +
m

∑

i=1

(z̄P − z̄)2

+
n

∑

j=m+1

(zj − z̄Q)2 + 2
n

∑

j=m+1

(zj − z̄Q)(z̄Q − z̄) +
n

∑

j=m+1

(z̄Q − z̄)2

=
m

∑

i=1

(zi − z̄P )2 +
n

∑

j=m+1

(zj − z̄Q)2 +
m

∑

i=1

(z̄P − z̄)2 +
n

∑

j=m+1

(z̄Q − z̄)2 (式 (24) と 式 (25)を用い た)

=
m

∑

i=1

(zi − z̄P )2 +
n

∑

j=m+1

(zj − z̄Q)2 + nP (z̄P − z̄)2 + nQ(z̄Q − z̄)2

= SW + SB (式 (15) と 式 (16) よ り ).
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学籍

番号

氏

名

問題 4(1) の 解 答欄 (配点 9)

a = -0.053 b = 0.078 c = 1.567 (1.487)

問題 4(2) の 解 答欄 (配点 9)

SB = 6.906 SW = 3.094 η2 = 0.691

問題 4(3) の 解 答欄 (配点 5)

z6 = 0.13 (0.05) 判定 P

問題 4(4) の 解 答欄 (配点 8)

DP = 2.11 (3.17) DQ = 2.58

判定 P (Q)

注意: 出題ミ スが あ り ま し た. 表 5 の x の 平均値 33.60 と い う の は 間違い で , 36.60 と い う の が 正し い .

し たが っ て , 問題 4(1),(2),(3) に お い て , xP = 33.60 で 計算す る と 括 弧内の 答と な り , xP = 36.60 で 計算

す る と 括 弧の 外 の 答と な る . ど ちらも 正解 と す る .
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